Über steenrodsche cohomologieoperationen in symmetrischen produkten  by Puppe, V.
ropology Vol. 6, pp. 331-347 Pergamon Press, 1967. Printed in Great Britain 
UBER STEENRODSCHE c~HOMOLOGIEOPERATIONEN IN 
SYMMETRISCHEN PRODUKTEN 
v. hPPE 
(Eingegangen 27. Januar 1967) 
IN [l] hat A. Dold gezeigt, dass die Homologie des n-fachen symmetrischen Produktes 
X”/S(n) eines CWKomplexes X (S(n)-Gruppe aller Permutationen von 12 Elementen) durch 
die Homologie des CW-Komplexes selbst bestimmt ist. Dies ergibt sich im wesentlichen 
daraus, dass das symmetrische Produkt als Funktor der Kategorie der FD-Komplexe in 
sich homotopieerhaltend, und die Homologie des symmetrischen Produktes X”jS(n) eines 
CW-Komplexes isomorph ist zur Homologie des symmetrischen Produktes des singularen 
Komplexes von X, aufgefasst als FD-Komplex. 
Dieses Ergebnis erhalt man als Spezialfall eines entsprechenden Satzes iiber Paare 
von Funktoren (T, T’) mit der Eigenschaft, dass die Homologie von T(X) isomorph zur 
Homologie von T’(S(X)) ist; dabei bezeichnet T einen Funktor der Kategorie der topo- 
logischen R’aume in sich, T’ einen homotopieerhaltenden Funktor der Kategorie der 
FD-Komplexe in sich und S(X) den singularen Komplex des CW-Komplexes X. Der allge- 
meine Satz besagt, dass die Homologie von T(X) durch die Homologie von X bestimmt 
st. Der obige Spezialfall ergibt sich daraus, wenn man fiir T das symmetrische Produkt 
von topologischen Raumen und ftir T’ dasjenige von FD-Komplexen wahlt. In [l] 
sind weitere Beispiele fiir solche Paare von Funktoren genannt und die geforderten Eigen- 
schaften fiir diese Paare bewiesen. 
Unter zusatzlichen Voraussetzungen tiber die betrachteten Funktorenpaare (T, T’) 
kann man entsprechende Satze tiber das Cohomologiespektrum (s. [7] 2.3) und die 
Steenrodschen Cohomologieoperationen von T(X) beweisen (s. (2.5)); X ist dabei ein C W- 
Komplex von endlichem Typ, d.h. es gibt in jeder Dimension nur endlich viele Zellen. Alle 
Beispiele aus [l] haben such die zusatzlich geforderten Eigenschaften (s. $3) die-etwas 
vage ausgedriickt-besagen, dass man das Cohomologiespektrum und die Steenrodschen 
Cohomologieoperationen von T(X) aus T’(S(X)) berechnen kann. 
Die Beweisschritte ntsprechen denen in [l J, d.h. es wird gezeigt, dass die in ([l], 
@3-7, 11) bewiesenen Satze (unter etwas starkeren Voraussetzungen) such einschliesslich 
der durch Spektrum bzw. Cohomologieoperationen gegebenen Zusatzstrukturen gelten. 
$1 dient der Bestimmung der Abbildung y*/rc : W$I Cfp)* + C* (s. [S] (2.6) und (2.8)) 
(C freier Kettenkomplex endlichen Typs mit “diagonaler Approximation” q : W @ C -+ Ccp), 
n 
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rr = zyklische Gruppe der Primzahlordnung p), aus der sich die zur zyklischen Gruppe 
rr gehorenden Cohomologieoperationen ergeben, (s. (1.2)) aus dem Cohomologiespektrum 
von C und allen von der zyklischen Gruppe abgeleiteten Cohomologieoperationen (mit 
beliebigen Koeffizienten). Dieses Ergebnis wird in $2 auf FD-Komplexe iibertragen. Aus 
den fur die Funktoren (T, 7”) geforderten Eigenschaften kann man dann die S&e iiber 
das Cohomologiespektrum und die Cohomologieoperationen von r(X) - X CW-Komplex 
endlichen Typs-ableiten (s. (2.5) und (2.7)). 
Die vorliegende Arbeit ist der wesentliche Teil einer an der Universitat Heidelberg 
geschriebenen Dissertation. Ich danke Herrn Professor Dold ftir die Anregung zu dieser 
Arbeit und ftir deren Forderung durch viele, wertvolle Hinweise. 
$1. BESTIMMUNG DER “DIAGONALEN APPROXIMATION” EINES FREIEN 
KETTENKOMPLEXES ENDLICHEN TYPS AUS SEINEM COHOMOLOGIESPEKTRUM UND DEN 
DURCH DIE “DIAGONALE APPROXIMATION” GEGEBENEN STEENRODSCHEN 
COHOMOLOGIEOPERATIONEN 
Alle im folgenden betrachteten Kettenkomplexe sollen, wenn nicht ausdriicklich 
anders vermerkt, positive (d.h. alle Kettengruppen negativer Dimension sind gleich 0) 
Komplexe von abelschen Gruppen sein. 
Definition (1.1). 
(a) Das Cohomologiespektrum (kurz: Spektrum) Sp*(C) eines Kettenkomplexes C ist 
das System der Cohomologiegruppen H*(C, Z,), m = 0, 1, 2, . . . (Z,, = Z/m . Z) 
zusammen mit den verbindenden Koeffizienten- und Bocksteinhomomorphismen 
k m,l : H*(C, Z,) --t H*(C, Z,), 12 0, m > 0 
fi, : H*(C, Z,) -+ H*(C, Z), m > 0. 
1st C ein Komplex mit Diagonale d : C --) C’“‘, C’“’ = n-faches Tensorprodukt von C, so 
ergibt sich daraus eine multiplikative Struktur H*(C, Z,)(“) + H*(C, Z,). (Im Fall n = 2 
ist dies die Cohomologieringstruktur.) 
(b) Ein Homomorphismus van Spektren h : Sp*(C) --f Sp*(e) ist ein System von 
Gruppenhomomorphismen h, : H*(C, Z,) + H*(e, Z,), m = 0, 1,2, . . . , das mit allen 
Koeffizienten- und Bocksteinhomomorphismen vertraglich ist. 
Sind C und C Komplexe mit Diagonale d : C -+ Cc”’ bzw a . c + Ccn), so heisst der . 
Homomorphismus h : Sp*(C) -+ Sp*(e) multiplikativ, wenn alle h, die multiplikative 
Struktur respektieren. (Fiir n = 2 bedeutet dies: alle h, : H*(C, Z,) + H*(C, Z,) sind 
Ringhomomorphismen.) 
Sei YC eine beliebige Untergruppe der symmetrischen Gruppe S(n), W ein rc-freier (d.h. 
frei als Modul tiber dem Gruppenring ZTC), azyklischer Komplex und C ein freier Ketten- 
komplex mit einer “diagonalen Approximation” cp : W @ C -+ C(“’ (s. [S] (2.6)), d.h. cp ist 
eine mit der Operation von rr vertauschbare Kettenabbildung (kurz : x-Abbildung), wobei 
n auf C trivial und auf C’“’ durch Permutation der Faktoren operiert. q* ist die zu cp duale 
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Abbildung definiert durch 
(pp*(w 0 u))(x) = (- l)i(i-l)‘%((p(w @ x)) ftir w E W, dim w = i, 
u E C’“” = Hom(C (“I, Z), x E C (s. [S-J, (2.8)). 
Die Abbildung q* : W 0 C’“” --) C*(C* = Hom(C, 2)) ist invariant auf den Bahnen 
der Punkte von W@ C’“” unter diagonaler Operation (d.h. c( E rt operiert durch tl(w @ u) = 
a(w) @ U(U)) der Gruppe rc, da 40 eine rc-Abbildung ist. Daher induziert ‘p* eine Abbildung 
@/n des Quotienten W@ C’“” in C*. Die rc-reduzierten Potenzen mit Koeffizienten in 
einer beliebigen abelschei Gruppe G einer Cohomologieklasse a E H4(C, 2,) r 2 0 sind 
nach Definition (s. [8] (2.11)) die Bilder der zusammengesetzten Abbildung 
id@/,(“) 
H(W o M’“‘@ Q--l, H( w $p C*,“) oG)~‘-H(WOC(“)*OG)“~~~(C*OG), 
II II: 
dabei st M = M(r, q) der elementare Cokettenkomplex und f, eine Darstellung der Cohomo- 
logieklasse a als Abbildung von M(r, q) nach C*, [* wird durch eine natiirliche Abbildung 
von C*(“) nach C(“” induziert (s. [8], 2). (1st C von endlichem Typ, d.h. in jeder Dimension 
endlich erzeugt, so sind C*(“) und C’“” . m natiirlicher Weise isomorph.) 
Indem man die durch die Gruppe rc gegebene Struktur vernachllissigt, erhalt man 
die der “diagonalen Approximation” q : W @ C + C’“’ entsprechende Diagonale d(q) : C -+ 
C(“), da W @ C homotopieaquivalent zu C ist (W ist azyklisch). 
Beispiele. 
(a) 1st C = S(X) der singulare Kettenkomplex eines topologischen Raumes X, so erhalt 
man aus der geometrischen Diagonalen h : X -+ X x , . . x X = X” mit Hilfe einer verall- 
gemeinerten Eilenberg-Zilber-Abbildung F : W@ S(X x . . . x x) + 5’(X)cn) (s. [2] (1.12)) 
eine diagonal Approximation 4p : W @ S(X) idesch, W @ ,S(X”) 5 S(X)(“). (Als FD-Komplex 
ist S(X x . . . x X) = S(X) x... x S(X).) 
(b) 1st C = C(X) der Zellenkettenkomplex eines endlichen, regularen CW-Komplexes 
X, so erhalt man ebenfalls aus der geometrischen Diagonalen eine diagonale Approximation 
q : W 0 C(X) + C(X)@’ (s. [8] (2.7)). 
(c) 1st C ein Kettenkomplex mit diagonaler Approximation ‘p : W @ C -+ Cc”) und C 
ein zu C homotopieaquivalenter Kettenkomplex, so kann man fur C mit Hilfe reziproker 
Homotopieaquivalenzen f : C --t C, g : C --+ C eine diagonale Approximation @ =f (“I o cp o 
(id 0 g) definieren. Es gilt dann : f’“’ o q 2 cj? o (id Sf) und g”” D I@ N 40 D (id 0 g). (2: = rr- 
homotop bedeutet, dass es eine Homotopie gibt, die mit der 0pera;ion von rc ver&glich 
ist.) Die erste Homotopie erhalt man sofort aus der Tatsache, dass (id@f) und (id@ g) 
reziproke n-Homotopieaquivalenzen sind. Die zweite folgt etwas weniger direkt (f(“) und 
g(“) sind nicht notwendig reziproke n-Homotopieaquivalenzen) (s. [8], 5). 
Die unter (a) und (b) definierten diagonalen Approximationen ergeben ftir einen end- 
lichen, regularen CW-Komplex X dieselben Cohomologieoperationen (s. [2], 5) ; die 
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entsprechenden Diagonalen ergeben die gewiihnliche Ringstruktur. 
LEMMA (1.2). C, E seienfreie Kettenkomplexe von endlichem Typ mit diagonalen Approxi- 
mationen cp, @. Ist f: c + C eine Kettenabbildung, die einen multiplikativen Homomor- 
phismus fsp. : Sp*(C) -+ Sp*(e) der Spektren induziert(diemultiplikative Struktur der Spektren 
sei durch die cp, (p entsprechenden Diagonalen d(cp) : C --) @‘I, d(G) : @ --) c(P) gegeben), der 
mit allen von IX = Z,, p Primzahl, abgeleiteten Steenrodschen Cohomologieoperationen mit 
Koefizienten in Z,, m = 0, I, . . , , vertauschbar ist, so ist das Diagramm 
w @ C’P”‘p*l_n_ c* 
homotopiekommutativ. Zum Beweis wird, ghnlich wie in [7] (1.5), der folgende Klassifik- 
ationssatz (s. [3], (7.16), (7.17)) benutzt. 
SATZ (1.3). Sind C, c freie, nicht notwendig positive Kettenkomplexe, so gibt es eine 
Cohomologieklasse I = {I~>, zk E Hk(C, Ilk(C)), 1 E H*(C, H (C)) = kfiOHk(C, Hk(C)), so 
dass die Abbildung, die jeder Kettenabbildung f von e nach C das Element f*(z) = (f *(lk)} 
zuordnet, einen Isomorphismus zwischen der Gruppe [c, C] der Aquivalenzklassen 
von kettenhomotopen Abbildungen von e nach C und der Gruppe H*(C, H,(C)) =kfiOHk(C, 
Hk(C)) induziert. 
Den Komplex C kann man in eine direkte Summe von elementaren Komplexen 
C, zerlegen, C = 0 Ci. Daraus ergeben sich die Zerlegungen: Cfp) = 0 I$) @ R, mit 
R= Q Ci,... 
(il.. i,) 
dip , wobei nicht alle ij untereinander gleich sind, C(p)*i= @ Cy)* @ R* 
‘ 
und W @ Ccp)* = Q W 0 Ci(p)’ @ W @ R* (Cy)’ und R* sind Module iiber dem Gruppen- 
x + i s7 
ring Zn). 
W @ Ccp)* ist 7c-frei, da W 7c-frei und C (p)* frei ist. Also ist W 0 C”)’ frei. 
R 
Zum Beweis von (1.2) geniigt es zu zeigen, dass die beiden Abbildungen f * 0 ‘p*/n: 
und q-*/n O (id 0 ftp)“) fiir jeden direkten Summanden von W @ C(P)’ homotop sind. 
(a) Die beiden Abbildungen, eingeschrsnkt auf WC @&, sind homotop, wenn sie 
fiir alle Koeffizienten Z,, m = 0, 1,2, . . . -und damit fiir jlde endlich erzeugte (abelsche) 
KoefEentengruppe-dieselben Abbildungen der Homologie induzieren. Da ngmlich die 
betrachteten Komplexe frei und von endlichem Typ sind, gilt nach Satz (1.3) (man ersetze 
in (1.3) den Komplex C durch (W @ Cp)*)* und C durch C** = C), dass die zu f * 0 cp*ln 
bzw. @*In O (id @fcp)*) dualen Ab&ldungen-und damit such die Abbildungen selbst- 
L 
homotop sind. 
iiBJ3R STEENRODSCHJZ COHOMOLOGJEOPERATIONEN IN SYMMETRJSCHBN PRODUKTEN 335 
Es bleibt also zu beweisen, dass f * o q*/n und @*/rr 0 (id @ f (p)') dieselben Abbildungen 
der Homologie mit Koeffizienten Z,,,, m = 0, 1, 2, . . . , induziiren. 
CT ist ein elementarer Cokettenkomplex, etwa vom Typ M(r, q). Daher kann man 
eine Cohomologieklasse ai E H*(C,, Z,) wahlen, so dass die identische Abbildung von 
M(r, q) nach CT diese Cohomologieklasse reprasentiert. Aus dem folgenden Diagramm 
ergibt sich die Behauptung fiir den direkten Summanden W 8 Ci(p)*: 
x 
H( w 9 M(P) Q z/J id H( w $ Ci(P)’ Q 2,) ‘p’la_ fqc* T z//J 
id id@)f(p)* 
II 
f’ 
id@f(J’)* I 
H(W@M’P’OZm)~ 
R 
H(WhC!P’fOZ,)~H(C*OZ*) 
Da das aussere (nach Voraussetzung) und das linke Diagramm kommutativ sind, gilt dies 
such fiir das rechte Diagramm. 
(b) Fiir den Summanden W$? R* ergibt sich die Behauptung aus ([7], (1.5)). Der 
Unterkomplex R’ = @ Ci, @ . . . @ Ci~ summiert iiber i, 2 . . . 5 ip, i, < ip, erzeugt den 
Komplex R als Komplex von Moduln iiber dem Gruppenring Zrc. Jedes Element a E x 
bildet R’ isomorph auf cc(R’) ab, und der Durchschnitt a(R’) n p(R’) enthalt fiir a # p, 
CI, B E n nur die 0. Daher ist R als Komplex von abelschen Gruppen gleich der direkten 
Summe der Komplexe cc’(R’), i = 0, 1, . . . , p - 1, c( E rr, u # 1 
R = R’ @ cr(R’) @ a2(R’) @ . . . @ up- ‘(R’). 
Die Operation von tl E n auf R ist in dieser Summandendarstellung durch zyklische 
Vertauschung der Summanden gegeben, c( : d(R) -+ uj+ ‘(R’). Also ist R als Komplex iiber 
dem Gruppenring Zn gleich dem Tensorprodukt von R’ mit Zn mit der durch Zrc gegebenen 
Operation von rc, R = R’ QZrc. W 6 R* = W 0 (R’* 0 zrc) ist daher isomorph zu W 0 R’*. 
Man kann also WO R* = W@ R’* als direk;en Summanden von W@ R* = W@ R’* @ 
W@a(R’)*@...@‘W@a’-‘(R’)* auffassen. Bezeichnet i : W @ R* -+ W @ RX die Inklu- 
sion von W 0 R* als direkten Summanden, W @ R’* in W @ R* end p : W @ R* -+ W @ R* 
die Projektiol beztiglich der Operation von rr (dies ist nicht die Projektion von W @ R: auf 
den ersten Summanden beziiglich der obigen Zerlegung in eine direkte Summe), so gilt: 
p o i = id. 
Da W azyklisch ist, ist W 0 Ccp)* homotopieaquivalent zu Ccp)* und die Abbildung 
‘p*/n 0 p : W@ c(p)* + WF c(p)’ -+ C* ist homotop zur dualen Abbildung der Diagonale 
d(y) : C --* Cc*), wenn man W Q Ccp)* durch Ccp)’ ersetzt. Das gleiche gilt fur Cp*[rc 0p und 
d*(q). Da f: C --) C einen muiiplikativen Homomorphismus der Spektren induziert, folgt 
nach ([7] (1.5)), dass f (p) o d(@) zu d(cp) of homotop ist. (Dies ist in ([7] (1.5)) nur ftir p = 2 
bewiesen, aber der Beweis lasst sich ohne Schwierigkeiten auf beliebige Diagonalen d : C -+ C(“) 
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bzw. a : C + Cc”) verallgemeinern.) Daher ist das Bussere Diagramm 
w @ C(P)’ -4, pj/ @ c(p)*rp*lrr_ c* 
homotopiekommutativ. Das linke Rechteck ist wegen der Nattirlichkeit von p strikt 
kommutativ. Also ist f* O q* /n OP homotop zu @-*/r-r O(id @f@‘*) op. Da aber p O i die 
Identitat auf W @ R* ist, folgt : f* o tp*/n 1 W @ R* N @*/rt a(id @f(p)*) 1 W @ R*. Damit 
II n )I II 
ist Lemma (1.2) vollstandig bewiesen. 
Der folgende Satz enthalt eine Zusammenfassung von ([7] (1.2, 1.5)) und dem obigen 
Lemma (1.2). 
SATZ (1.4). C, % seien freie Kettenkomplexe von endlichem Typ. 
(a) Die Zuordnung a’, die jeder Kettenabbildung f: C -+ C den induzierten Homomor- 
phismus der Spektren fs*p Sp*(C) + Sp*(C) zuordnet, ist ein Isomorphismus zwischen der 
Gruppe [C, C] der Homotopieklassen von Kettenabbildungen von C in C und der Gruppe 
Hom(Sp*(C), Sp*(C)) der Homomorphismen der Spektren von C bzw. C. btsbesondere gilt 
(da O(f o g) = Q(g) o Q(f) ist): Den Klassen von Homotopieaquivalenzen entsprechen die 
Isomorphismen der Spektren. 
(b) Sind C, C Kettenkomplexe mit Diagonel d : C + Cc”’ bzw. d : C --) Cc”), so entspricht 
unter Q die Teilmenge [C, C], der Homotopieklassen von Kettenabbildungen f : c + C, fiir 
die d Of homotop zu f cn) o ;i ist, bijektiv der Menge der multiplikativen Homomorphismen der 
Spektren Hom,(Sp*(C), Sp*(C)>. 
(c) Sind C, C Kettenkomplexe mit “diagonaler Approximation” cp : W @ C + Ccp), bzw. 
@-: W@e--re@r, p Primzahl, so entspricht unter @ die Teilmenge [C, C],, n = Z,, der Homo- 
topieklassen von Abbildungen f: C -P C, fiir die gilt f * o cp*ln N q*/n o (id @ f (P)‘), bijektiv 
I 
der Menge Hom,(Sp*(C), Sp*(C)) d er multiplikativen Homomorphismen, die mit allen von 
n:=z, abgeleiteten Steenrodschen Cohomologieoperationen mit Koeffizieneten in Z,,,, 
m=0, 1,2 ,..., vertauschbar sind. 
(Teil (b) ordnet sich Teil (c) unter, wenn man in (c) ausser rc =Z, such rc = 1 E S(n) 
zulbst). 
(a) und (b) folgen unmittelbar aus ([7], (1.2), (1.4), (1.5)) und Satz (1.3). ([7] (1.2)) 
besagt: CD ist surjektiv; aus Satz (1.3) folgt: @ ist injektiv. ([7] (1.5)) (bzw. die innerhalb des 
Beweises von (1.2) erwahnte Verallgemeinerung) besagt, dass Hom,(Sp*(C), Sp*(C)) in 
O([e, C]J enthalten ist. Die Inklusion W’C, C,]) c Hom,(Sp*(C), Sp*(C)) ist unmittelbar 
klar. 
Teil (c) ergibt sich aus (1.2). Danach ist namlich Hom,(Sp*(C), Sp*(C)) fur rr = Z, in 
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@([c, Cl,) enthalten. Die Inklusion in der anderen Richtung ist-wie in (b)--unmittelbar 
klar. 
(Die Menge [C, C], ist fur jedes n c S(n) wohldefiniert, da aus f=f’ folgt: (id@ 
f(“‘*) N (idqf”“)‘) (s. [8], 5). Die Eigenschaft f * 0 40*/n N @*/rc 0 (idFf(““) hangt aIs: 
nur von der Homotopieklasse vonf ab.) 
$2. HOMOTOPIEERHALTENDE FUNKTOREN MIT “DIAGONALE” IN DER KATEGORIFC DER 
FD-KOMPLEXE 
Urn aus Satz (1.4) Folgerungen fir das symmetrische Produkt eines topologischen 
Raumes ableiten zu kiinnen, wird (I .4) auf die Kategorie der FD-Komplexe iibertragen, die 
nach ([I], $1) zur Kategorie der positiven Kettenkomplexe aquivalent ist. Dariiber hinaus 
gilt: 
SATZ (2.1). 
(a) Die Abbildung Y, die dadurch induziert wird, dass man jeden FD-Homomorphismus 
f : R -+ K, R und K FD-Komplexe, als Kettenabbildung auflasst, liefert einen Isomorphismus 
zwischen der Gruppe {K, K) der FD-Homotopieklassen von FD-Abbildungen uon R nach K 
und der Gruppe [i?, K] der Kettenhomotopieklassen von Kettenabbildungen. (Jeden FD- 
Komplex K kann man als Kettenkomplex mit Randoperator 8 = i&(- l)‘a, aufassen, 
ai Seitenoperatoren uon K.) 
(b) Den Klassen oon FD-Homotopietiquiualenzen entsprechen unter Y die Klassen con 
Kettenhomotopieiiquivalenzen. 
In [I] ist bewiesen, dass die Zusammensetzung {R, K}s[E, K] %[%(R), ‘3(K)] ein 
Isomorphismus ist, wobei % den Normalisierungsfunktor bezeichnet (s. [l], (l.lO), (2,6)). 
Da K und ‘3(K) als Kettenkomplexe in natiirlicher Weise homotopieaquivalent sind, 
ist such Y ein Isomorphismus. 
Teil (b) ist eine einfache Folgerung aus (a), da Y mit der Hintereinanderausftihrung 
von Abbildungen vertauschbar ist, d.h. Y (f D g) = Y(f) 0 Y (g). 
Urn Satz (1.4) aufFD,-Komplexe zu iibertragen, braucht man die Konstruktion von 
Steenrodschen Cohomologieoperationen fiir FD-Komplexe. Diese ist in [2] durchgefiihrt, 
und es sol1 hier kurz daran erinnert werden. 
Eine n-Diagonale A : K + K”, TC Untergruppe der symmetrischen Gruppe S(n), eines 
FD-Komplexes K ist eine FD-Abbildung von K in das n-fache kartesische Product K”, die 
beziiglich der Operation von auf K”--7t operiert durch Permutation der Faktoren in K”-in- 
variant ist, d.h. A bildet Kin den Komplex K”” der beziiglich n invarianten Elemente von 
K” ab. Jede kommutative und assoziative Diagonale eines FD-Komplexes A : K-+ K x K, 
d.h. jede Diagonale, ftir die t o A = A : K-+ K x K (t : K x K-t K x K, t(x x _y) = (‘y x x)) 
und (id x A) 0 A = (A x id) x A : K -+ K x K x K gilt, liefert fiir jedes rc c S(n) eine 
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n-Diagonale durch Zusammensetzung : K& K x KS K x K x K --+ . . .id”-2Kn (s .[2], 
4). 
Jeder n-Diagonalen von K kann man eine “diagonale Approximation” cp des Ketten- 
komplexes K zuordnen : cp : W 0 K % WC3 K”& K’“’ (s. [2], 5), W rc-freier, azyklischer 
Kettenkomplex iiber Z, KC”’ n-faches Tensorprodukt von K. 
Fist dabei eine bis auf n-Homotopie eindeutig bestimmte, verallgemeinerte Eilenberg- 
Zilber-Abbildung (s. [2], (1.12)) die mit der Operation von n vertraglich ist. Die durch die 
diagonale Approximation rp gegebenen Cohomologieoperationen i H*(K) sind die zur 
n-Diagonale A : K + K” gehbrenden Operationen. 
Fiir n = 1 E S(n) ist der Fall der gewiihnlichen Diagonale im obigen enthalten. 
LEMMA (2.2). Sind K, K freie FD-Klomplexe von endiichem Typ mit n-Diagonalen 
zi, A fiir n = 1 E S(n), 7-c = S(n) oder S(n, p) (p-Sylow- Untergruppe von S(n), p beliebige 
Primzahl), so ist die Zuordnung Y aus (2.1) eine bijektive Abbildung der Teilmenge (R, K}, c 
(a, K}, der Klassen von FD-Abbildungen f van R nach K, fiir die das Diagramm 
K d ,R” 
FD-homotopiekommutativ ist, auf[K, K], c [K, K] (vgl. (1.4). 
Beweis. Die Bildung {x, K}, ist sinnvoll, da die Eigenschaft A 0 f =f"" o zi nur von der 
FD-Homotopieklasse von f abhBngt, denn aus f = f' folgtf”” N f Inn (s. [2], 11). 
1st (f } E (R, K},, so folgt aus dem obigen Diagramm, dass 
W@R!!!?-$W@R” 
Pf P- 
WQK2W@K” 
x-homotopiekommutativ st. Wegen der Nattirlichkeit der Abbildung F(s. [2], (1.12)) ist 
cp 0 (id of) rc-homotop zu f@) 0 q, und durch Ubergang zum Dualen und Division durch rc 
folgt: f* 0 cp"ln N $5*/n o (id? f"") d.h. [f] E [R, K],. Es ist also Y({X, K),) in [R,K], 
enthalten. Dies gilt fiir beliebige Untergruppen TL t S(n). Nur zum Beweis der umgekehrten 
Inklusion benijtigt man die Voraussetzungen iiber rc. 
Sei [f] E [R, K],. Nach (2.1) kann man annehmen, dassf : R + K eine FD-Abbildung 
ist. [f] E [R, K], bedeutet, dass das ;iussere Diagramm 
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kettenhomotopiekommutativ ist, denn die zusammengesetzten Abbildungen A*/;n Q F*/n 
bzw. A*jn O F*/rt entsprechen den Abbildungen @/rc bzw. @*/n aus 91. Nach ([2] (2.6)) 
gibt es fiir 71 = S(n) oder S(n, p) ein Rechtshomotopieinverses von F*/n, d.h. es existiert eine 
Kettenabbildung $ : K”*/n -+ W @ K’““, so dass (Fe/n) 0 $ homotop zur Identitat von 
K”‘/n ist. (Fiir n = 1 c S(n) ist di& unmittelbar klar, da die gewijhnliche Eilenberg-Zilber- 
Abbildung eine Homotopieaquivalenz ist.) Da das linke Rechteck im obigen Diagramm 
wegen der Natiirlichkeit von F*/n kommutativ ist, folgt daraus die Homotopiekommutativi- 
tat des rechten Rechtecks. Durch Ubergang zum Dualen erhalt man, da K”*/n = (K”“)* 
(s. [2] (6.1)) und alle Komplexe von endlichem Typ sind, dass A Of kettenhomotop zu 
f”” O h ist, denn es gilt: (K”*/n)* = K”“, (R”*/n)* = p”, (f”*/z)* =f”“, (A*/rr)* = A* = A, 
(A*/n)* = Ai” = /1. Nach (2.1) ist A Of dann such FD-homotop zu f”= O zi, d.h. {f> ist in 
{R, K}, enthalten. 
Mit Hilfe von (2.1) und (2.2) erhalt man aus (1.4) unmittelbar den entsprechenden Satz 
fur FD-Komplexe: 
SATZ (2.3). Sind R, K freie FD-Komplexe von endh’chem Typ, so gilt. 
(a) Die Abbildung 0 = CD 0 ‘3’ : {E, K} -+ Hom(Sp*(K), Sp*(R)), die jeder FD-Homo- 
topieklasse (f > von Abbildumgen von R nach K den induzierten Homomorphismus der Spektren 
zuordnet, ist ein Isomorphismus. Den Klassen von FD-Homotopieiiquivalenzen entsprechen 
dabei dte Isomorphismen der Spektren. 
(b) Sind R und K FD-Komplexe mit n-Diagonale, z = 1 E S(n) oder z = Z,, p Primzahl, 
so bildei 0 die Teilmenge (i?, K), bijektiv auf Hom,(Sp*(K), Sp*(i?)) ab. 
In (111, 4) ist der Begriff des homotopieerhaltenden Funktors von FD-Komplexen 
definiert. Jeden solchen Funktor kann man als Funktor von der Kategorie 2l der FD- 
Komplexe zusammen mit den Morphismen {R, K} in sich auffassen. Es ist in [l] bcwiesen 
(s. [l] (4.2)), dass fur jeden homotopieerhaltenden Funktor T’ gilt, dass H,(T’(K)) durch 
H,(K) bestimmt ist. 
Urn ein entsprechendes Ergebnis fir die feinere Struktur des Spektrums und der 
Cohomologieoperationen zu erhalten, muss man an T’ zusltzliche Forderungen stellen. 
Sei 5X,, n c S(n), die Kategorie der FD-Komplexe mit rr-Diagonale (n = 1 E S(2) ergibt die 
gewiihnliche Diagonale) zusammen mit den Morphismen {K, K},. 
Als Folgerung aus (2.3) erhalt man: 
FOLGERUNG (2.4). Seien &, Kfreie FD-Komplexe von endlichem Typ. Ist T’ ein Funktor 
von PI,, rt = 1 E S(n) oder n = Z,, p Primzahl, in sich, so gilt: 
Aus Sp*(Kj g Sp”(@, d.h. die Spektron von K undR sind (beziiglich der durch d(cp) bzM>. 
d(G) gegebenen ktruktur) multiplikativ isomorph einschliesslich aller von z abgeleiteten 
Steenrodschen Cohomologieoperationen, folgt Sp*(T’(K)) F Sp*(T’(x)) fiir K, j? E ‘II,. 1st 
T’ eine Prolongation (s. [l], 5), sofolgt aus Spq(K) E Spq(R), dass Spq- ‘(T’(K)) E Spq-‘(T’(K)) 
IL n 
ist (q > 0); dabei bezeichnet Spq(K), q 2 0 das Spektrum, das aus Sp*(K) entsteht, wenn man 
alle Cohomologiegruppen oberhalb der Dimension q annulliert. 
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Beweise. 1st h E Hom,(Sp*(K), S’*(K)) ein rc-Isomorphismus der Spektren von K und 
g, so gibt es nach (2.3) reziproke FD-Homotopieaquivalenzen f : K + K, g : K + R, so dass 
gilt: fg = h, g& = h-l, {f > E (R, K),, {gj E {K, RI,. Durch Anwendung des Funktors T’ 
folgt: T’({fl)> TUgl) sind Klassen von reziproken FD-Homotopieaquivalenzen, und da 
T’({fj) in V’(K), r(K)}, und T’({g}) in {T’(K), T’(R)}, enthalten ist, induzieren sie multi- 
plikative n-Isomorphismen der Spektren von T’(K) und T’(K) (s. (2.3)). 
1st Sp4(K) 5 Spq(R), so kann man einen multiplikativen n-Homomorphismus der 
Spektren definieren durch: h 1 Sp4(K) = gegebener Isomorphismus, h = 0 sonst. Nach (2.3) 
lisst sich h durch eine FD-Abbildung f : R -+ K, (f > E {R, K}, realisieren. T’({f}) induziert 
also einen multiplikativen rc-Homomorphismus der Spektren von T’(K) und T’(R). Da f * = 
h ein Isomorphismus fur alle Cohomologiegruppen H’(K) mit i <= 4 ist und K, R von end- 
lichem Typ sind, ist f* nach dem Universelle-Koeffizienten-Theorem, angewandt auf die 
Cohomologie, ein Isomorphismus der Homologiegruppen bis zur Dimension (q - 1). 
Daher werden, wenn T’ eine Prolongation ist, nach ([l] (5. II)) die Homologiegruppen von 
T’(x) durch T’((f })* b is zur Dimension (q - I) isomorph abgebildet. Wiederum nach dem 
Universelle-Koeffizienten-Theorem, diesmal auf die Homologie angewandt, folgt daraus die 
Behauptung SP~-~(T’(K)) T Sp4-‘(T’(E)). 
Man kann (2.4) auf CW-Komplexe von endlichem Typ anwenden, wenn es einen 
Funktor T von der Kategorie der topologischen R&me Z in sich gibt, der dem Funktor 
T’ : 2sz, -+a,, TC =Z, oder 1 E S(n), entspricht, d.h. (r, T’) ist ein Paar von Funktoren 
T : Z -+2, T’ : PI, --+‘Lz, mit der Eigenschaft, dass fiir jeden Cl/‘-Komplex X Sp*(T(X)) y 
Sp*(T’(S(X))) ist. 
Sind Y, 5 topologische R&me, so besagt Sp*( Y) E Sp*( y), dass die Spektren von Y A 
und 5 einschliesslich des cup-Produktes und aller von rc abgeleiteten Steenrodschen Opera- 
tionen isomorph sind, denn die durch d(cp), bzw. d(q) - cp, C$ sind die zu Y, P gehbrenden 
diagonalen Approximationen-gegebenen multiplikativen Strukturen ergeben fur alle rt das 
ubliche cup-Produkt. Insbesondere sind die Aussagen S’*(Y) z S’*( y), 71 = 1 E S(n), fiir 
n 
alle n >= 2 aquivalent. 
SATZ (2.5). Ist (T, T’) ein Funktorenpaar wie oben beschrieben und sind X, X zwei 
CW-Komplexe endlichen Typs, so giltfiir n =Z, oder 1 E S(2): 
(a) Aus Sp(X) s Sp(X)foZgf Sp*(T(X)) y Sp*(T(x)). 
(b) Ist T’ eine Prolongation, so foZgt aus Spq(X) z Sp4(x), dass Spq-‘(T(X)) z 
b II 
Spq-l(T(x)) ist. 
Beweis. Nach ([lo] Th. 13) gibt es zu X, x homotopieaquivalente simpliziale Komplexe 
endlichen Typs A, ?I. Da jedem simplizialen Komplex A ein c.s.s.-Komplex V(A) entspricht, 
kann man A den durch V(A) frei erzeugten FD-Komplex zuordnen, den man als Unter- 
komplex des vollen singullren FD-Komplexes S(A) auffassen kann. Diese Inklusion ist 
eine FDHomotopie5quivalenz, die mit der Diagonale von K(A) (erzeugt durch Abbildung: 
u + u x v, v E V(A)) bzw. der Diagonalen von S(A) (gegeben durch die geometrische 
Diagonale) vertauschbar ist. Da beide Diagonalen kommutativ und assoziativ sind, folgt 
daraus, dass die Homotopieklasse der Inklusion K(A) c S(A) fiir jedes 7~ in (K(A), S(A)}, 
enthalten ist, wobei die 7c-Diagonalen von K(A) und S(A) durch die entsprechenden kommu- 
tativen und assoziativen Diagonalen gegeben sind. Also sind die zu A, 2 gehiirenden FD- 
Komplexe K(A), K(A) zu den singulgren FD-Komplexen S(X), S(x) n-homotopie%qui- 
vale@ d.h. FD-homotopieIquivalent, und die Homotopieklassen der Aquivalenzen sind 
Morphismen in a,. Daher folgt aus S’*(X) 3 L@*(x), dass Sp*(K(A)) 5 Sp*(K(A)) und 
damit nach (2.4) Sp*(T’(K(A))) z Sp*(T’(K($)) ist. Mit S(X) n-homotopie5quivalent zu 
K(A) ist such T’@(X)) n-homo;opielquivalent zu T’(K(A)). Es gilt also: S’*(T(X)) F 
Sp*(rl(S(X))) F S’*(T’(K(A))) f Sp*(T’(K(;i))) $ Sp*(T’(S(X))) T Sp*(T(x)) und damit 
ist Teil (a) beweisen. Der Beweis von Teil (b) ist analog. 
Da nach ([S] (4.1)-(4.4)) die von der Gruppe S(lz,p), p prim, bzw. S(n) abgeleiteten 
Operationen bereits durch die primitiven Operationen (s, [S], 4) Addition, cup-Produkt, 
Bockstein- und Koeffizientenhomomorphismen zusammen mit den von 2, bzw. allen Z,,, 
p’ durchlsuft alle Primzahlen $n, abgeleiteten Operationen erzeugt werden, und andererseits 
mit den zu einer Gruppe 7~ c S(n) gehiirenden such alle zu einer beliebigen Untergruppe von 
n gehijrenden Operationen bestimmt sind (s. [8] (3.4)), ist Satz (2.5) such fiir n = S(n) und 
7t = S(n. p) richtig. 
Bemerkung (2.6). Man kann bei entsprechender Definition des Spektrums und der 
Cohomologieoperationen den Ring der natiirlichen Zahlen durch einen beliebigen null- 
teilerfreien Hauptidealring A ersetzen. Das Spektrum Sp*(K, A) eines Komplexes K 
beziiglich des Koeffizientenbereiches Aist das System aller Cohomologieringe H*(K, h/L * A), 
1 E A, zusammen mit allen Koeffizienten- und Bocksteinhomormophismen. Die Cohomo- 
logieoperationen erh;ilt man, indem man in der Definition fi.ir Koeffizinten Z (s. $1) K* = 
Hom(K, Z) durch Hom(K, A) ersetzt. Die Beweise der S;itze sind fast wiirtlich dieselben wie 
im Fall Z. 
Im Spezialfall von Koeffizienten in einem KBrper R (diesen Fall kann man einfacher 
direkt erhalten) reduziert sich das Cohomologiespektrum auf den Cohomologiering mit 
Koeffizienten im Kbrper. 
Fiir 8 =Z,, p feste Primzahl, sind die von n =Z, abgeleiteten Cohomologieopera- 
tionen bereits durch S&p = 2) bzw. Pi(p > 2) und den von der kurzen exakten Folge 0 -+ 
Z, -+ Z,, -+Z, --+ 0 abgeleiteten Bocksteinoperator B (s. [8], 1 und [9], VI-VII) bestimmt. 
Daher gilt unter den Voraussetzungen von (2.5): 
SATZ (2.7) Sind die Cohomologieringe H*(X, ZJ, p fesfe Primzahl, und H”(X, Z,) 
einschliesslich der Sfeenrodschen Squares Sq’ (p = 2) bzw. der zyklischen reduzierfen 
p-Potenzen (mit Koefizienten in Z,) Pj und des Bocksteinoperators @ (p > 2) isomorph, so 
gilt dies auchfiir H*(T(X), ZJ und H*(T(x), Z&. 
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Bemerkung (2.8). Die Voraussetzung “von endlichem Typ” fiir die Komplexe kann 
abgeschwgcht werden. Es geniigt, dass H,(K) von endlichem Typ ist, denn dann kann man 
K durch einen freien Komplex R endlichen Typs, der zu K homotopie5quivalent ist, ersetzen 
(s. [2], (11.4)). Die n-Diagonale von K, A : K -+ K”“, wird entsprechend $1 Beispeil (c) mit 
Hilfe zweier reziproker Homotopie5quivalenzen f : K + R, g : I? -+ K auf den Komplex R 
iiberlragen: A = f”” o A 0 g : R -+ R”“. Da aus fogl:id, gofl:id folgt: fnxognXzid, 
g”” of”” N id (s. [2], ll), ist (f} E {K, R}, bzw. {g} E {E, K}= und damit t+*(K) T Sp”(@. 
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Die folgenden Funktorenpaare (r, T’) sind Beispiele zu (2.5)-(2.Q d.h. T: 2 -+ 2, 
T’ : ‘i!l, + ‘2X,, @*(T(X)) g Sp*T’(S(X))) fiir jeden CW-Komplex X. 
z 
(a) Kartesisches Produkt 
T(X) = X x x ist das kartesische Produkt des topologischen Raumes X mit einem festen 
topologischen Raum x. 
Der entsprechende Funktor T’(K) = K xif ist das kartesische Produkt in Sinne der 
FD-Komplexe von K mit einem festen FII-Komplex if, dessen Diagonale & : R +R x K- 
beziiglich einer bestimmten Basis Ei von R durch h(Ei) = (Ki x ki) gegeben ist. 
Das Paar (T, T’) erfiillt die geforderten Bedingungen, wenn z n-homotopie5quivalent 
zu S(x) ist, z.B. K = S(E) oder K = K(v), der durch den c.s.s.-Komplex v erzeugte FD- 
Komplex, x = 1 v( = geometrische Realisierung von ?” (s. [6], 2). 
(b) r-Produkt (symmetrisches Produkt) 
Sei r eine beliebige Untergruppe der symmetrischen Gruppe S(m). Dann ist T(X) = 
X”‘/r, lY c S(m), der Bahnenraum von r im m-fachen kartesischen Produkt X” des topo- 
logischen Raumes X. r operiert in X” durch Permutation der Faktoren (s. [l] (7.1)). Der 
formal ebenso definierte Funktor T’(K) = Km/r ist das r-Produkt in der Kategorie der 
FD-Komplexe (s. [l] (6.3)). 
(c) Verallgemeinertes r-Prod& 
1st x” = ( VI die geometrische Realisierung eines c.s.s.-Komplexes v, auf dem die 
Gruppe I’ c S(m) simplizial operiert (dies induziert eine Operation von r auf ??(s. [6], 2.3)), 
so ist das verallgemeinerte r-Produkt eines topologischen Raumes X beziiglich z definiert 
als: T(X) = (X” x X)/l- (s. [l] (7.6)). Entsprechend erhglt man den Funktor T’ der FD- 
Komplexe T’(K) = (K”’ x z)jJY (s. [l] (6.5)), wenn R ein fester FD-Komplex wie unter (a) 
ist, mit der zusgtzlichen Eigenschaft, dass r auf der ausgezeichneten Basis k=i operiert. 
Fiir K = K(F) erfiillt (T, T’) die geforderten Bedingungen. Da (a) und (b) Spezialfglle von 
(c) sind, geniigt es, den Beweis dafiiir nur im Fall (c) durchzufiihren. 
Zuerst ist zu zeigen, dass der Funktor T’, der urspriinglich als Funktor auf der Kategorie 
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der FD-Komplexe zusammen mit FD-Abbildungen definiert ist, als Funktor von ‘21z, in sich 
aufgefasst werden kann. In ([l], 5 und 6) ist bewiesen, dass T’ eine homotopieerhaltende 
Prolongation ist. Daher gilt T : ‘3 +Ql. Es bleibt noch, eine n-Diagonale in T’(K), KE ‘& 
zu definieren und zu zeigen, dass T’({f}) = {T’(f)} fur alle f mit {f} E {R, K}, beziiglich 
dieser Diagonalen in {T’(R), T’(K)}, enthalten ist. Die natiirliche Abbildung 
r : (py x j7 idxx+ (IP)” x RP -5 (K” x ir)P, 
t(k; x . . . x k’;, . . . , kj, x . . . Xk~,~i)=(k:X...Xk~X~i,...,kpX...Xk~X~i) 
(die Zeichen “x” und “,” haben dieselbe Bedeutung; die unterschiedliche Schreibweise 
wird nur benutzt, urn die uniibersichtlichen Ausdriicke etwas gliedern zu konnen) induziert 
eine natiirliche Abbildung 
D : T’(K”) = ((KP)” x R)/I- -+ (T’(K))P = ((K” x K))jI-)p 
Auf (Kp)” x K’ operiert I, auf (Km x R)P das p-fache Produkt IYp, und die Abbildung t 
hat die Eigenschaft : 
t(w) = (v, .*. , y)t(x) fur y E I, (7, . . . , y) E rp, x E (KP)” x R. 
Daher ist die Abbildung D eindeutig bestimmt. 
Andererseits operiert das m-fache Produkt nm, x c S(p), auf (Kp)” x 8? und die Gruppe 
n auf (Km x K)” und es gilt: d(x) = t((x, . . ., a)(x)) fur CI E 71, (c(, . . ., cc) E d”, x E (Kp)” x K” 
Daher gilt such : aD([x]) = D(cc, . . . , a)([~])), [x] Aquivalenzklasse von x, und da T’(Kp”) 
invariant beztiglich nm ist, folgt, dass D(T’(Kp”)) invariant beziiglich rc und damit in (T’(ZQP” 
enthalten ist. Die Zusammensetzung von T(A), A rc-Diagonale von K, mit der natiirlichen 
Abbildung D ergibt also eine n-Diagonale ATI von T’(K), AT’ = D o T’(A). Durch Anwenden 
von T’ auf das homotopiekommutative Diagramm 
I f ,I f’rr 
K A KP” 
erhalt man, dass T’(A) O T’(f) homotop zu T’(fp”) O T’(A) ist. Die Zusammensetzung mit 
D ergibt: 
T’(jQ% 
T’(~qq(T’(R))~= 
[r(f) /VfJ? pfw 
T’(K) T’(b? T’(KP”)q(T’(K))P” 
ist homotopiekommutativ und damit ist T’((f}) in (T’(K), T’(K)}, enthalten. 
Der Funktor T(X)= (Xm x x’)/I ist homotopieerhaltend, d.h. aus f N g folgt 
L!“(j) N 7’(g). 1st namlich H : I x X-+ X’ eine Homotopie zwischen f: X+ X’ und 
g : X-+ X’, so erhalt man daraus eine Homotopie HT zwischen T(f), T(g) : T(X) --f T(X’) 
durch Zusammensetzen von T(H) mit der Abbildung Hl : I x T(X) -+ T(I x X), die sich 
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aus der diagonalen Einbettung h : I--+ I”‘, h(t) = (t, . . . , t), ergibt, H,(t, [x1, . . . , x,, Z]) = 
(Et, x 1, t, x2, * . , t, x,, 21). 
Daher kann man sich nach ([lo] Th. 13) zum Beweis der Isomorphie @*(T(X)) 5 
Sp*(r(S(X))) auf simpliziale Komplexe oder auf geometrische Realisierungen X = [ VI von 
c.s.s.-Komplexen Y (s. [6], 2) beschranken. Der singular-e FD-Komplex S(] VI) ist zu K(Y) 
7c-homotopieaquivalent, denn nach ([6], 2) ist K(V) einschliesslich der durch o + o x u, 
u E V erzeugten Diagonale ein Unterkomplex von S(] VI) und die Jnklusion induziert einen 
Isomorphismus der Homologie und Cohomologie. Damit ist aber such T’(S(1 VI)) n-homo- 
topieaquivalent zu T’(K(V)), und es bleibt noch zu zeigen, dass Sp*(T(lVl)) n-isomorph zu 
Sp*(T(K(V))) ist. T’(K(V)) = (K(V)ffl x K( v))/r ist einschliesslich der Diagonale in nattir- 
licherWeisezuK((V” x V)jF)isomorph(vgl. [1](7.3)). Da aber nach ([6], 2) S(](V”’ x v)/lY)) 
isomorph zu S(LQ\Vl)) = S((lV1” x I Pl)/JY) ist, folgt Sp*(T(lVl)) F Sp*(T’(K(V))). 
In den nachsten beiden Beispielen wird die Urbildkategorie der Funktoren T, T’ durch 
die entsprechende punktierte Kategorie ersetzt. An die Stelle ker Kategorie 2 tritt die 
Kategorie 2O der topologischen Raume mit Grundpunkt als Objekten und stetigen 
Abbildungen, die die Grundpunkte respektieren, als Morphismen. 
T ist hier also ein Funktor von 5’ in 2. Die Kategorie %, wird durch ‘%E ersetzt, 
T’ : ‘%z -+llI,. Die Objekte von ‘$I, sind FDKomplexe K mit Grundpunkt t : P -+ K und 
Erganzung E : K -+ P, E o 4 = id, P = FD-Komplex eines Punktes (s. [l], 9). K kann man als 
direkte Summe K = K” 0 P, K” = Kern E, schreiben. K” heisst der zu K gehijrende re- 
duzierte Komplex. Fur die n,Diagonale A : K --) Kp” eines FD-Komplexes K E 2tI, wird 
gefordert, dass das Diagramm 
kommutativ ist. Die Morphismen (X, K}’ von 2lz sind Homotopieklassen (relativ zu P) 
von FD-Abbildungenf : R + K, die die direkte Summerzenlegung vonR bzw. K respektieren 
und fur die das Diagramm 
R0 
X0 
@P”)O 
1 P I (f pn)O 
K~ A0 >(Kp”)’ 
homotopiekommutativ st. A0 : K” -+ Kp” ’ ( ) ist dabei die Einschrankung von A auf K”, 
AO=A~Ko,fo=f~~o. 
Der Satz (2.3) (und damit such Folgerung (2.4)) bleibt such unter diesen leicht ver- 
Inderten Bedingungen richtig, wenn man nur solche Homomorphismen der Spektren 
betrachtet, die die Zerlegung der Spektren in direkte Summen (induziert von der Zerlegung 
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der FD-Komplexe) respektieren. Fur Teil (a) von (2.3) ist dies selbstverstandlich. {R, K}’ 
zerfallt ngmlich in die direkte Summe (R’, K”} 0 {P, P}. 
1st {f] E {R, K)’ und {f) E {a, K},, so ist das Diagramm 
homotopiekommutativ, wobei i : K” -+ K die Jnklusion des direkten Summanden K” in 
K” 0 I’ und j : Kp” -+ (Kp”)’ die Projektion beziiglich der Zerlegung KP” = (Kp”)O 0 P ist. 
Die Abbildung j 0 A 0 i ist nichts anderes als die Einschrankung von A auf K”, j o A D i = A’. 
Also ist {f] E (R, K}: und daher ist (2.3) (b) richtig. 
Sind die Spektren zweier topologischer Raume n-isomorph, so gilt dies such fiir ihre 
reduzierten Spektren. Daher gilt (2.5)-(2.8) fiir die folgenden Beispiele ohne zusatzliche 
Voraussetzung. 
(d) Unendliches reduziertes Produkt 
1st X ein topologischer Raum mit Grundpunkt x0, so ist T(X) definiert als “l-educed 
product space” von X (s. [5], 1) T(X) ist die Vereinigung von x0 mit der Menge der end- 
lichen Folgen von Punkten aus (X - x0), versehen mit einer geeigneten Topdogie. Fh 
zusammenhangende, abzahlbare CL’-Komplexe X mit Grundpunkt xo ist T(X) homoto- 
pieaquivalent zum Schleifenraum der Einhangung von X, T(X) g QZCX (s. [5] Th. (5.6)). 
Der entsprechende Funktor T’ : i?lf --f ‘$1, angewandt auf einen FD-Komplex K E 5X: 
ist die vom reduzierten Komplex K” erzeugte Tensoralgebra 0 (K’), T’(K) = 0 (K’) = 
PQK”@Ko x K”@Ko x K” x K”@ . . . (s. [l], (11.1)). Der Beweis, dass das Paar (T, T’j 
die in (2.5) geforderten Bedingungen erfiillt, verlauft in der gleichen Weise wie in Beispiel 
(c). T’ ist als Funktor der reduzierten Komplexe homotopieerhaltend (s. 111 (6.6)), d.h. 
T’ : 21° -+ ‘II. 
Die Diagonale von T’(K) erhzlt man wie in (c) mit Hilfe einer natiirlichen Abbiidung 
D : T’(Kp) = @ (Kp)’ -+ (T’(K))P = (@K’)p. Da @ (KP)’ die von (Kp)’ erzeugte Tensoral- 
gebra ist, geniigt es, die Abbildung D auf (K”)’ zu definieren und dann multiplikativ fort- 
zusetzen. (In (OK’)” wird die Multiplikation komponentenweise beziiglich des p-fachen 
kartesischen Produktes ausgefiihrt). (K”)’ = Kop@ KoPF1 x P@ .., @ Pp-’ x K” kann 
man als Unterkomplex von (@K”)p = (P 0 K” @ K” x K” @ . ..)” = Pp @ Pp-’ x K” 0 . . . 
@ Kop-l x P@K’“@... aufTassen, und D ist die dadurch bestimmte Abbildung der Alge- 
bren. Da die Operation von TL in T’(KP) = @(Kp)’ und (T’(K))P = ($JK’)~ mit der Multi- 
plikation vertauschbar und D ) (Kp)’ eine n-Abbildung ist, bildet D den Komplex T’(KP”) in 
(T’(Kj)P” ab. Die Zusammensetzung D O Y(A) ist also eine z-Diagonale von T’(K). Aus der 
Natiirlichkeit von D folgt wie in (c): 1st (f} E {R, K):, so ist T’({f}) E (T(K), T’(K)},. 
Der Beweis der Isomorphie @*(T(X)) E ,S’p*(T’(S(X))) ist ebenfalls analog zu Beispiel 
(c). T : 2’ -+ 2 ist homotopieerhaltend (s. [;] (1.5)). (Homotopien in 2’ sind Homotopien 
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relativ zum Grundpunkt). Also kann man sich wieder auf geometrische Realisierungen 
I VI von c.s.s.-Komplexen beschranken, denn ([lo] Th. 13) gilt such in 2’. 
Sei V ein c.s.s.-Komplex mit Grundpunkt b E V,. Der c.s.s.-Komplex F+ V - (F+ V), 
ist das von V, erzeugte, freie Monoid mit einer Relation b, = s:b = l-entspricht dem topo- 
logischen Raum T(l VI) (s. [l], 11); daher ist S’*(T(] VI)) y ,S’*(F” V). 
Andererseits ist K(F+ V) (ohne Beriicksichtigung der Diagonale) isomorph zu T’(K( V)) 
(s. [I] (11.2)). Es bleibt noch zu zeigen, dass diese Isomorphie einschliesslich der n-Diagonale 
gilt. Die Diagonale von F+ V ist der durch die Diagonale von V c F+ V gegebene Monoid- 
homomorphismus. (In (Ff V)p wird die Multiplikation komponentenweise ausgefiihrt.) 
Daher ist die Diagonale von K(Ff V) ebenso wie die von T(K(V)) ein Algebrenhomomor- 
phismus. Da aber diese beiden Diagonalen auf dem Erzeugendensystem K(V) c K(F+ V) 
bzw. K(V) c T’(K(Y)) iibereinstimmen, ist K(F+ V) einschliesslich der Diagonale zu 
T’(K(V)) = OK(V)’ isomorph. Damit ist Sp*(T(X)) E @*(T@(X))) ftir CW-Komplexe 
X mit Grundpunkt bewiesen. Als Folgerung aus Satz’(2.5) erhalt man: 
FOLGERUNG (3.1). Sind X, Y zusammenhtingende CW-Komplexe von endlichem Typ, 
so gilt: Aus Sp*(X) F Sp*( Y)foZgt Sp*(REX) T Sp*(sZZY). 
(e) Unendliches symmetrisches Produkt 
Das unendliche symmetrische Produkt T(X) eines 
Grundpunkt x0 ist der Limes der endlichen symmetrischen 
Inklusionen i : X”/S(n) -+ X”+‘/S(n + 1) 
topologischen Raumes X mit 
Produkte X”/S(n) beziiglich der 
KC+ . . . , %I> = ho, x1, 1.. 7 &I (s. c41 (3.4)). 
Dies ist ein homotopieerhaltender Funktor (s. [4], 3) von der 
Kategorie 2. 
Kategorie 2’ in die 
Den entsprechenden Funktor der FD-Komplexe K mit Grundpunkt erhalt man aus 
OK0 (s. Beispiel (d)) durch Identifikation nach der unendlichen symmetrischen Gruppe, 
T’(K) = P @ K” 0 K” x K”/S(2) @ K” x K” x K”/S(3) 0 . . . . Man pri.ift leicht nach, das 
alle Abbildungen aus Beispiel (d) mit der Operation der unendlichen symmetrischen 
Gruppe vertauschbar sind. Daher erhalt man die entsprechenden Ergebnisse ftir das unend- 
lithe symmetrische Produkt. 
Satz (2.5) liefert allerdings in diesem Fall nichts Neues, denn der Homotopietyp des 
unendlichen symmetrischen Produktes eines zusammenhangenden, abzahbaren C W- 
Komplexes ist schon durch die Homologie des CW-Komplexes bestimmt (s. [4] (7.4)). 
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